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ECUACIONES DIFERENCIALES INTRINSECAS DE UNA CURVA PLANA MOVIL 
~bstract 
In this paper are presented equations for mo-
ing plane curves in terms of the ir geometrica l 
nd kinemat ical inva rian e (i. e. are lengthe, cur-
ature and speed of propaga ion) . It is also 
1own that these equations give the full desc rip-
on o f the motion of a plane curve, in the pre-
.se sense that any other equation o r invariant is 
consequence of the set here stated. 
Introducción 
S presenta con mucha frecuencia la necesi-
td de considerar "movimientos" de figuras geo-
étricas relacionadas con problemas físicos. Tal 
el caso, por ejemplo, de las isolíneas que apa-
cen en los mapas meteorológicos describiendo 
:rtos campos variables con el tiempo (presión, 
mperatura, espesores, etc. ), frentes meteoroló-
:os o frentes de onda. E n todas estas situac io -
s nos enfrentamos a una curva plana que cam-
t su forma y posición con el tiempo, originan-
así una familia uniparamétrica de curvas p la-
s a la que llamaremos de modo genérico cur-
móvil. 
Es un hecho bien conocido que una curva p la-
está completamente caracterizada por una va-
ble s (su longitud de arco), una funció n de -:U a 
su curvatura) , salvo su posición y orientación 
el plano. La caracterización de una curva mó-
es m ucho más compleja, sin embargo, debido 
1echo de que su forma (dada po r su curvatu-
cambia con el tiempo, como ocurre también 
1 su longitud de arco y su posic ión en e l pla-
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no. V eremos en la sección 2 que todos estos ca m -
bios pueden describ irse igualmente de infi nitos 
modos, lo que significa que muchos "movimien-
tos" dist intos puede n dar lugar al mismo esque-
ma de curvas; el t ~orema 2.1 establece la rela-
ción general entre todos el los, destacando como 
más sencillo geométricamente el efectuado en la 
dirección normal. A pesar de esto es natural 
pre tar especial atención a los movimientos da-
dos en términos de la longitud de arco como un 
parámetro fundamental de la curva, tanto desde 
un punto de vista geométrico como sobre todo 
físico, junto al hecho de que cualquier otro caso 
puede reducirse a és te. 
Por las razones expuestas en la sección 3, no 
se puede esperar que e l movimiento de la curva 
pueda ser arbitrario, es decir que su velocidad 
pueda ser cualquier función de su longitud de 
arco y del tiempo; en este sentido se deducen dos 
ecuacio nes a que deben satisfacer la curvatura y 
velocidad con independencia de la posición y 
orientación inie1ales. El teorema 3.1 establece 
que este es un conjunto completo de ecuaciones, 
y con ello que la curvatura y velocidad son a su 
vez un conjunto completo de invariantes, para la 
descripción de una curva móvil; por este motivo 
lo llamamos teorema fundamental de la cinemá-
tica de las curvas planas. Se sugiere también al -
gunas aplicaciones de l mismo. 
2. Velocidad de desplazamiento de una 
curva móvil 
Sea f(x, y, t) = O una cu ción implícita de una 
curva mó il. D sde un punto de vista meramen-
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te geométrico, cualquier curva plana destaca de 
modo natural una dirección en el plano: la nor-
mal a e lla en cada uno de sus puntos. T eniendo 
esto en cuenta, parece natu ral describir el cam-
bio de la curva con el tiempo como un movi-
miento de sus puntos en la dirección normal con 
una cierta velocidad que deberemos determinar. 
Concretamente, si es r(x0 , Yo, t) la trayectoria del 
punto (x0 , Yo) de la curva en este movimiento fic-
ticio, se deberá verificar en el instante inicial t0 
r(xo, Yo' to) = (xo, Yo) 
f(xo, Yo> to) = O 
y en cualquier otro instante 
Si indicamos por ñ el vector unitano normal 
a la curva, la velocidad del movimiento estará 
dada obviamente por 
Ór 
8 t (xo, Yo'' t) = e ñ 




+ e ñ · grad f = O 
de manera que 
1 
e= -
1 grad f1 
Óf 
Ót 
expresión que determina la veloc idad de desp la-
zamiento. 
La descripció n anterior descansa en la consi-
deración de desplazamientos normales; sin em-
bargo, se pueden considerar tam bién construc-
ciones más generales (véase [1], p . 355), desde 
luego por razones físicas es con veniente tomar 
en consideración otras aproximaciones al proble-
ma (véase [3]). Consideramos pues un mo i-
miento de los puntos de la curva e n trayecto-
R t.\'llU de. .\ierc.orologJ.a , .\ ,\l . E- - -\-'o · q~a 
rías dadas por la familia de curvas g(x, y, u, t) = 






Por el teorema de la función implícita, el movi-
miento estará también defin ido por una ecuación 
paramétrica i = r (u, t), donde 
fTx(u,t), y(u,t),t] =O 
g[x(unt), y(u,t),t] = O 
En esta desc ripción más general parece natural 
adoptar como velocidad de desplazamiento, el 
Ór .d d . 1 . vectorfu(u,t), cons1 era a as1 e parametro u 
como una coordenada lagrangiana en e l movi-
miento. E n general un cambio del parámetro u 
que dependa del tiempo, originará una veloci-
dad de desplazamiento disti nta cuando se adop-
te el nuevo parámetro como condenada lagran-
giana. No es difícil encon trar la relación entre 
ambas, pues si fuese v = v(u, t) e l nuevo p ará-
metro, se tendría: 
8-r 
Ót 
(u,t) = Br 
Ót 
[v(u,t),t· l = 
8r 8v 8r 
= - - -- - + - - (v t) Ov Ót 8r ' 
de donde se deducen fácilmente los siguientes 
resultados. 
T eorema 2. 1. U n cambio de parámetro de-
pendie nte del tiem po en una curva móvil, sólo 
modifica la componente tangencia l a la curva de 
la velocidad de desplazamiento; en consecuencia 
la compo nente normal es la misma para todos 
los movimientos ficticios que se consideren para 
describi r la curva móvil. E n particular, siempre 
es posible adoptar un parámetro como coorde-
nada lagrangiana ele manera que el movimiento 
ficticio asociado sea normal. 
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Este teorema demuestra que no se pierde in-
formación si se consideran únicamente movi-
mientos normales, aunque no garantiza que esta 
sea la descripctóo más cómoda y clara de una 
curva móvil, incluso desde un punto de vista me -
ramente cinemético. D ebido al significado geo-
métrico fundamental de la longitud de arcos, es 
natural referir la descripción del movimiento a 
él, y en consecuencia adoptaremos la definición 
siguiente: 
Definición 2.1. Llamaremos velocidad de 




-- (s, t) = 1\.S + e o, 
8t 
donde s es la longitud de arco y 
- oi 1 . . f 
s =fu es e vector umtano tangente. as un-
ctones (A, e) se llama n compo nentes intrínsecas 
de v. 
i 'ótase que la componente tangencial 
On 
ot l ~~ l 
de la velocidad de desplazamiento para cualquier 
o tro parámetro lagrangiano u, no es más que su 
razón de cambio con el tiempo en el movimien-
to no rmal, por lo que -A med irá en consecuen-
cia el cambio de la longitud de arco en cada pun-
to de la curva durante ese movimiento. 
3. El teorema fundamental 
Consideremos ahora en qué medida las dos 
funciones (A, s), que supuestamente describen el 
m ovimiento de la curva, se pueden el gi r arbi -
trariamente. Puede verse fác ilmente por sólo 
consideraciones geométricas, que deben adoptar-
se algunas restricciOnes. En efecto, si cada pun-
to de la curva inicial sufriese un movimiento ar-
bitrario e independiente del de los restan tes pun-
tos, no habría razón para esperar que en in tan-
tes posteriores los puntos resultantes de estos 
mo imientos cst · n re lacionados de modo q ue 
constituyan de nuevo una curva; en consecuen-
cia debe existir algún tipo de restricción en to-
dos estos movimientos individuales que les rela-
cwnen entre sí. 
En primer lugar , es evidente por la geometría 
diferencial elemental, que una curva móvil debe 
satisfacer en todo punto y en todo instante las 
fórmulas de Frenet-Serret. 
o5 =k n 
Os 
oñ =- Ks 
os 
(3 . 1) 
Por ot ra parte, de las condiciones 
s·s=n·n= 
5 ·ñ= o 
resulta 
- os 
s · - - = n 
ot 
_ .. oñ 
0 n+s ·-- = 8t 
oñ o5 
ot ot 
de manera que la variación local con el tiempo 
de la base de Frenet-Serret (5, ñ) debe ser de la 
forma 
o5 -
-- = (J)n 
út 
oñ -· 
- - = (J) s 
or 
(3.2) 
do nde (J) es una nueva func ión q ue vamos a de-
terminar a continuación. Observemos que por la 
defi nición de v se debe verificar 
os o-· 
-----Ot os 
y comparando con la primera ecuación de (3.2), 
nos da 
o A 
-- = e k 
os 
Oc (J) = --+ Ak os 
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La primera de estas ecuaciones establece una re-
lación entre las funciones A, e, k como es natu-
ral esperar; la segunda determina la variación lo-
cal con el tiempo de la base de Frenet-Serr t en 
términos de la velocidad de desplazamiento y de 
la forma de la curva, lo que es de nuevo un re-
sultado natural. Siguiendo el mismo orden de 
ideas, podemos aún imponer las condiciones 
8 ( 85 ) = 8 ( 85 ) 
8t 8s 8s 8t 
8 ( 8ñ ) = 8 e 8ñ ) 
8t 8s 8s 8t 
y obtenemos con ello la nueva ecuación 
8k ow 
8 t 8s 
(3.4) 











e 8v ) = _8_ e 8-v ) 
8t 8t 8s 
pero como demuestra un sencillo cálculo no se 
obtiene ninguna nueva relación. 
Las ecuaciones que acabamos de obtener para 
las tres funciones A., e, k son condiciones necesa-
rias para que puedan describir una curva móvil. 
Si repetimos el proceso anterio r con las deriva-
das de tercer orden de s, ñ, v no se obienen esen-
cialm ente n uevas relaciones, pues resultan ser 
consecuencia de las anteriores or procesos de 
d it r nc iación y manipulación algebraica. E sto 
sugiere el resultado general iguiente: 
Teorema 3.1. Si tres funciones de clase (2 
(esto es, con derivadas continuas hasta el segun-






+e k2 = 8k 
ot 
existe ent:>nces una curva móvil, determinada 
unívocamente salvo su posición y orientación 
iniciales (esto es, salvo una traslación, una rota-
ción y una simetría) , tal que 
i) La variable s es su longitud de arco y t es 
e l tiempo . 
il) L a función k es su curvatura. 
iii) Las funciones (A, e) son las componentes 
intrínsecas de su velocidad de desplaza miento. 
Demostración: Consideremos el sistema dife-
rencial para las tres funciones vectoriales X , Y, 
Z siguiente 
8x =k Y 
8s 
oY .. 
-- =-k X 
8s 
o:X = oz = C oc 
ot · os os 
+ A.k) Y 
8Y 
ot 
=- ( ~+ Ak) .X 
os 
o!.. -
-- - cl..k) X+ 
os 
oc oc -
+ ( --+ 1..-- + A2)k) y 
ot os 
-73-
Para que este sistema sea completamente inte-
grable (véase [2]), se deben verificar como con-
secuencia de él las siguientes condiciones de in-
tegrabil idad 
8 




0C -[( --fu+ Ak) Y] 
O O Oc -· 
- - (- k X) = - - [ - (- + Ak) X J 8t & & 
o 
ot [ ( 
Oc 
Os 
+ Ak) YJ = 
Os 
OA Oc -· [(- - - e - - - cAk) X + 
8t Os 
que se verifican n nuestro caso debido a las con-
dtciones que satisfacen A, e, k por hipótesis. Po-
demos así afirmar que existe una única solución 
del sistema diferencial que satisface las condicio-
nes iniciales en (s, t) = (s0 , t0 ) 
Xo· Yo= O 
- - -Xo' Xo =Yo ' Yo= 1 
Xo · Zo = Ao 
Yo· Zo = Co 
donde el subíndice "o" significa que tomamos el 
valor en (so, t0 ), nótese que las tres primeras con-
~ic~oanes expresan que inicialmente los vectores 
X,Y son ortonormales, mientras que las dos res-
tantes se pueden escribir en la forma 
E sta solución satisface, como consecuencia de.l 
sistema diferencial, la relación 
8X 8Z 
8t Os 
de mane ra que existe una función r(s, t) ta l que 
8i -
--=Z 8t 
Rc·. isu de ~k:eorolo~u . . \ . .\t. E. .-\ñ 11J88 
Demostremos que r(s, t) es la curva que afirma 
el enunciado del teorema, esto es que su curva-
tura y velocidad de desplazamiento son las da-
das allí. Para ello expresamos las derivadas de las 
cinco funciones 
X· X , X ·Y, Y ·Y, X ·Z, Y · Z 
en términos de ellas mismas co n ayuda del sis-
tema diferencial; se llega así a diez relaciones li-
neales homogéneas 
8 - - -fu (X ·X ) = L 1 (X ·X , ... , Y· Z 
o - - -
-"- (Y· Z) = LIO (X· X, ... ) y . Z) 
Ot 
cuya expresión detallada no nos interesa. Pode-
mos considerar estas igualdades como un siste-
ma diferencial para las cinco funciones q ue es-
tamos considerando, y este nuevo sistema dife -
rencial es completamente integrable como con-
secuencia de serlo el sistema inicial, lo que por 
supuesto puede comprobarse también directa-
mente; esto significa que existe una única solu-
ción para valores inciales dados. Por o tras parte, 
por substitución directa se comprueba sin difi-
cultad que el conjunto de funciones 
1, O, 1, A, e 
es también una solución del sistema; en conse-
cuencia, por la unicidad de las soluciones con-
cluimos que para todo valo r de (s , t) 
X ·X= 1 X·Y=O Y·Y= 1 X·Z=A Y·Z =c 
' ) ' ' 
Esto prueba que Y es el vector normal a las 
curvas r(s, t), conside rando t como un p aráme-
tro y s como su longitud de arco; q ue k es su cur-
vatura por la primera ecuación del sistema dife-
rencial inicial, y q ue Z = A X + e Y es la velo-
cidad de desplazamie nto, interpretado t como el 
tiempo, para la curva móvil r (s, t) . 
Finalmente, sean e1 y e2 dos curvas móviles 
con la misma curvatura k y las m ismas compo-
nentes intrínsecas (A,c) de sus velocidades de 
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desplazamiento. En el instante Inicial to median-
te una traslación geométrica siempre podemos 
hacer coincidir los puntos de ambas curvas con 
el parámetro so; con una rotac ión alrededor de 
este punto, si fuese necesario, podemos hacer 
coincidir sus vectores tangentes unitarios en ese 
punto común; por último, mediante una sime-
tría alrededor de esa tangente común, s1 de nue-
vo fuese necesario, podemos hacer conincidir sus 
vectores normales unitarios en ese punto común. 
Una vez realizadas estas transformaciones, que 
sólo alteran la posición y orientación en el ins-
tante inicial de una de las curvas, ambas deben 
coincidir ya en todo punto y en todo instante 
posterior debido a la unicidad de las soluciones 
del sistema diferencial para un sistema dado de 
valores iniciales en un solo punto. 1 teorema 
está d mostrado. 
4. Algunas consideraciones generales 
E l teorema anterior da una descnpción com-
pleta de una curva plana móvil; esto significa en 
particular que cualquier invanante geométrico o 
cinemática de ella que se pueda construir será 
necesariamente función de los tres (\,e, k) que 
la caracterizan, y que cualquier otra ecuación di-
ferencia l entre esos invariantes debe ser conse-
cuencia de las dos consideradas en el teorema. 
stas observaClones justifican la siguiente deftni -
CIÓn: 
Definición 4.1 . Llamaremos ecuaciones in-
trínsecas de una curva plana móvil, a las ecua-
ciones diferenciales 
OA 






donde (A, e, k) son funcio n s de (s, t), y llama-
remos teorema fundam ntal de la cinemática de 
curvas planas al teorema 3.1. 
E l teorema que hemos llamado fundamental 
es el resultado más co mpleto y general que po-
demos establecer; es, sin embargo interesante 
considerar el caso particular de los movimientos 
normales, no sólo por su valor intrínseco en las 
apl icacione~, sino por que es conveniente hacer 
algunas consideraciones acerca de la componen-
te A del resultado anterior. Como ya se indicó en 
el teorema 2.1, siempre es posible escoger un pa-
Or 
8t 
rámetro u de modo que (u, t) =e ñ; en 
esta situaciÓn se tien 
o-r 
8t 
8s - -(s, t) = --(u,t) s + e n 
8t 
lo que signi iica que Ór (s, t) ya no es la veloci-
Ot 
dad de propagación del movimiento normal en 
general. La función ~ determina la razón 
8t 
de cambio con el tiempo de la longitud de arco 
en el movimiento normal, y con ello la separa-
ción o acercamiento relativos de los puntos de 
la curva en el transcurso de l tiempo; ésta es jus-
tamente la funció n -A del teorema. Ahora bien, 
Ss 
s1 ponemos !J. =- , y razonando del mismo 
8u 
modo que en el apartado anterior, llegam os al 
conjunto siguiente de ecuaciones 
8c 
- - = UCü 8u ' 
OCü o 
- =- (!J. k) 8u Ot 
qu cuando se escriben en r.::rminos de la longi-
tud de arco, se convic ,:ten en las ecuaciones in-
trínsecas, como es natural esperar, y resultan así 
equivalentes a ellas. 1\ótese sólo la velocidad de 
rotació n de la base de F renet-Serret, dada en el 
caso de la longitud de arco por la función Cü, tie-
ne a lor dist into; este no debe sorpre nder en ab-
soluto, pues las velocidades de desplazamiento 
son d isti ntas en cada una de las descripciones del 
movimiento de la curva, por tanto esta eloci-
d ad de rotación sólo puede emplearse como un 
expediente de cálculo. 
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E n cualquier caso, las ecuaciones intrínsecas 
establecen que una vez dada la curvatura (que, 
recordemos caracteriza en cada instante la cur-
va), la velocidad de desplazamiento es solución 
de un sist ma diferencial de segundo orden y por 
tanto no puede elegirse de modo arbitrario; este 
significa que la forma de la curva restringe enor-
memente sus posibles movimientos. Por otra 
parte, si la curva móvil es soporte de alguna pro-
piedad física, seguirá siéndolo en el futuro cuan-
do y sólo cuando satisfaga las ecuaciones ·intrín-
secas; en particular, la situación física no podrá 
mantenerse más allá del instante o el punto do n-
de deje de verificar alguna de esas ecuaciones, 
que establecen por tanto condiciones necesarias 
para la persistencia de situaciones físicas mode-
lizables por curvas. 
El teorema fundamental es válido también 
para familtas de curvas que dependan de uno o 
varios perámetros, pues así ocurre con el teore-
ma de integrabilidad completa empleado en su 
demostración. Esto stgnifica que las ecuaciones 
intrínsecas, dependientes de parámetros, servi-
rán igualmente para la caracterización de confi-
guraciones de curvas planas que representan 
campos de una magnitud física. Si suponemos, 
por ejemplo, que una familia uniparamétrica de 
curvas móviles representa el campo de presión, 
el eje de las dorsales y vaguadas está caracteriza-
do analíticamente po r la condición 
o k fu (s, t,y) =O 
(s , t, p) =donde p es la presión (parámetro en 
este caso de la familia de curvas móviles); las 
1 > ",1 · ~ r 1 • \ \1 r. .l ''" '""' ~ 









y son notablemente más simples. 
Para finalizar este trabajo señalemos que el 
teorema fundamental subsiste también p ara el 
caso más tnteresante en términos reales de cur-
vas móviles situadas en una esfera; basta reem -
plazar la curvatura, por la curvatura geodésica 
(también llamada curvatura horizontal en Me-
teo rología), sin más que obse rvar que una curva 
situada enteramente en una e fera tiene curva-
tura normal constante e igual al inverso del ra-
dio de la esfera. 
OT : J símbolo or 
ot 
paretal de f respecto a t». 
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